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WSTEP



Niniejsza praca ma na celu pokazanie kilku witasnos$ci oraz przyktadow trzech
rodzajow liczb, zwanych dalej liczbami pseudopierwszymi, silnie pseudopierwszymi
1 bardzo silnie pseudopierwszymi. Pojecie pierwszych z nich — czyli pojecie liczb
pseudopierwszych — narodzilo si¢ z malego twierdzenia Fermata. Chinczycy
wierzyli, ze jesli liczba n speinia kongruencje 2" = 2 (mod n), to jest pierwsza, co
oczywiscie nie jest prawda, jesli znamy liczbg pierwsza 341. To przypuszczenie
Chinczykéw pozwala nam przypuszczaé, ze znali oni jaka$ wersje matego
twierdzenia Fermata.

Z kolei do liczb silnie pseudopierwszych doprowadzily badania Carmichaela,
ktory na poczatku XX wieku zajmowat sie liczbami postaci b”'= 1 (mod n) dla
(b, n)=1.

Liczby bardzo silnie pseudopierwsze mialy by¢ wzmocnieniem liczb silnie
pseudopierwszych, a ich definicje podat prof. Jerzy Browkin.

Wszystkie te definicje — liczb psuedopierwszych, silnie pseudopierwszych i
bardzo silnie pseudopierwszych — sg stosowane do stwierdzania pierwszosci danych
liczb, a — co za tym idzie — do ich znajdowania.

W rozdziale pierwszym niniejszej pracy zawarto wszystkie informacje ogdlne z
zakresu algebry 1 teorii liczb, ktore potrzebne sg w poOzniejszych rozdziatach.
Rozdzial drugi i czwarty zawierajg definicje 1 twierdzenia dotyczace — odpowiednio
— liczb pseudopierwszych 1 silnie pseudopierwszych oraz bardzo silnie
pseudopierwszych. Natomiast w rozdziatach trzecim 1 pigtym podano przykiady
interesujacych nas liczb. Przyklady te otrzymano korzystajac z trzech programow

napisanych przez autora specjalnie dla tego celu. Wszystkie te programy -



pozwalajace testowal liczby 1 sprawdzaé, czy s3a one pseudopierwsze, silnie
pseudopierwsze lub bardzo silnie pseudopierwsze — wykorzystuja nieco
zmodyfikowany algorytm zdobyty przy pomocy Sieci komputerowej, dzigki ktoremu

mozna dokonywa¢ dziatan na bardzo duzych liczbach.



ROZDZIAL 1
WIADOMOSCI PODSTAWOWE



Twierdzenia i definicje dotyczace teorii grup

Definicja 1. Grupa

Niech w zbiorze G begdzie okreslone dziatanie dwuargumentowe * i wyrdzniony
element e. Dziatanie to nazywamy mnozeniem, a element e — jednoscig. Uktad
(G, *; e) nazywamy grupgq, jezeli spetnione sg warunki.

1)a (bc) = (ab)cdlaa, b, ¢ € G,

2)ae =ea =adlaa € G,

3) Dla kazdego a € G istnieje takia' € G, ze aa’'=a'a = e.

Definicja 2. Podgrupa, podgrupa generowana
Niech H bedzie takim podzbiorem grupy G, ze e € H oraz ab € H dla

dowolnych a, b € H. Mowimy, ze H jest podgrupg grupy G, jezeli (H, o; e) jest
grupa. Oczywiscie podgrupami dowolnej grupy G sa G oraz {e}.

Jezeli H jest najmniejsza podgrupa grupy G zawierajaca zbior X, to H nazywamy
podgrupg generowanq przez zbior X, a X — zbiorem generatorow podgrupy H.
Piszemy wtedy H = (X). Jezeli zbior X jest jednoelementowy, X = {a}, to grupe

generowang przez ten zbidr nazywamy cykliczng i oznaczamy przez (a).

Definicja 3. Rzad grupy i elementu

Liczbe elementow grupy G nazywamy jej rzedem oraz oznaczamy przez |G|.
Jezeli grupa ma skonczong liczbe elementow, to nazywamy ja grupg skonczong.
Rzedem elementu a grupy G nazywamy rzad podgrupy (a) generowanej przez ten

element; rzad elementu a oznaczamy przez |a|.



Definicja 4. Warstwy lewostronne

Niech a bedzie elementem grupy G. Odwzorowanie 4,:G — G okre§lone wzorem

A (g)=ag dla g€G nazywamy przesunieciem lewostronnym o element a.

Oczywiscie odwzorowania A, i A, s3 wzajemnie odwrotne, zatem kazde
przesuni¢cie lewostronne jest odwzorowaniem wzajemnie jednoznacznym.

Jezeli H jest podgrupa grupy G, to obraz zbioru H przy przesuni¢ciu
lewostronnym A, nazywamy warstwg lewostronng grupy G wzgledem podgrupy H
wyznaczonqg przez element a. Warstwe¢ t¢ oznaczamy przez aH. Mamy

aH = J,(H) = {ah:h < H}.

Analogicznie definiujemy odwzorowanie zwane przesuni¢ciem prawostronnym

(7,) i warstwy prawostronne Ha.

Definicja 5. Indeks podgrupy H w grupie G

Niech v:G—>G bedzie odwzorowaniem grupy G okreSlonym wzorem
w(g)=g ' dlag € G. Jest to oczywiscie odwzorowanie wzajemnie jednoznaczne,
przy tym w(aH)={w(ah): heH}=4{h""a': heH}=Ha"'. Zatem odwzorowanie ¥
przeksztatlca warstwe lewostronng (patrz Definicja 4) wyznaczong przez element a
na warstwe prawostronng wyznaczong przez element a'. Poniewaz odwzorowanie
¥ jest wzajemnie jednoznaczne, wigc wynika stad, ze liczba (moc zbioru) warstw
lewostronnych wzgledem podgrupy H jest roOwna liczbie (mocy zbioru) warstw
prawostronnych wzgledem tej podgrupy. Liczbe¢ t¢ nazywamy indeksem podgrupy H

w grupie G 1 oznaczamy przez (G : H).



Twierdzenie 1. Twierdzenie Lagrange’a (1)
Jezeli H jest podgrupa grupy skonczonej G, to |G| = |H| (G : H).

Dowodd: Zbidr elementéw G jest sumg parami rozigcznych warstw lewostronnych
wzgledem podgrupy H (patrz Definicja 4). Warstwy te sa rownoliczne ze zbiorem H.
Zatem liczba elementow grupy G jest rowna iloczynowi liczby warstw
lewostronnych wzgledem podgrupy H i liczby elementéw zbioru H.

Whiosek 1

Rzad podgrupy (patrz Definicja 3) jest dzielnikiem rzedu grupy; rzad elementu
grupy jest dzielnikiem rzgdu grupy.
Whiosek 2

Jezeli rzad grupy G jest liczba pierwsza p, to grupa G jest cykliczna (sktada si¢ z
poteg jednego elementu).

Dowdd: Niech a bedzie elementem grupy G réznym od e. Wtedy |a| > 1. Na mocy
poprzedniego wniosku wiemy, ze liczba |a| jest dzielnikiem liczby |G|. Poniewaz |G|

jest liczba pierwsza, wigc wynika stad, ze |a| = |G|, a zatem (a) = G.

Definicja i wlasnos$ci kongruencji

Definicja 6

Dla danych trzech liczb catkowitych a, b 1 m méwimy, ze liczha a przystaje do
liczby b modulo m 1 piszemy a = b (mod m), gdy réznica a — b jest podzielna przez
m. Liczb¢ m nazywamy modutlem kongruencji; musi by¢ ona r6zna od zera, a
najczesciej jest od niej wigksza.

Oczywiscie kongruencja jest relacjag rOwnowaznos$ci, co mozna tatwo sprawdzic.

Kongruencje mozna réwniez dodawac¢ i mnozy¢ stronami.



Wilasnosé 1

Jesli a, b, ¢ 1 m sg liczbami catkowitymi, takimi ze m > 0 oraz a = b (mod m), to
ac = bc (mod m). Wilasno$¢ ta wynika bezposrednio z faktu, iz kongruencje mozna
mnozy¢ 1 dodawac¢ stronami. Pozostate wlasno$ci rowniez wynikaja — nieco mniej

bezposrednio — z tego faktu i innych wtasnosci.

Wilasnos¢é 2

Jesli a, b, ¢ 1 m s3 liczbami catkowitymi, takimi ze m > 0, (¢, m) = 1 oraz ac = bc

(mod m), to a = b (mod m).

Wilasnosé 3

Jesli a = b (mod m), a = b (mod n) oraz liczby m 1 n sa wzglednie pierwsze, to

a = b (mod mn).

Wilasnos¢ 4

Jesli (b, n) =1, to kongruencja b" = b (mod n) jest rownowazna kongruencji

b"~'=1 (mod n). Ta wlasno$¢ wynika z Wiasnosci 11 Wtasnosci 2.

Wilasnos¢ 5

Jesli a, b, ¢ 1 m sg liczbami catkowitymi, takimi ze m > 0, (¢, m) = d oraz ac = bc

(mod m), to a = b (mod m/d).



Wilasnosé 6
Niech w(x) bedzie wielomianem stopnia n o wspoélczynnikach catkowitych, a m

danym modutem. Kazdg liczbg calkowitg a, dla ktorej fla) = 0 (mod m), nazywamy
pierwiastkiem kongruencji f{x) = 0 (mod m). Jezeli liczba catkowita a jest
pierwiastkiem kongruencji, to takze kazda liczba catkowita przystajagca do a modulo m
jest pierwiastkiem tej kongruencji. Catg takg klase¢ liczb catkowitych, przystajacych do

siebie modulo m 1 spetniajgcych kongruencje¢, bedziemy uwazali za jedno rozwigzanie.

Pozostale twierdzenia i definicje

Algorytm Euklidesa

Algorytm FEuklidesa to szybka metoda znajdowania najwigkszego wspdlnego
dzielnika dwoch liczb. Aby znalez¢ (a, b), gdzie a > b, najpierw dzielimy a przez b i
zapisujemy iloraz g, i reszte r;: a = q;b + r;. Nastgpnie wykonujemy drugie dzielenie, w
ktorym b gra role a 1 r; gra role b: b = g.r; + r.. Nastepnie dzielimy r; przez r: r; = gsr2
+ r;. Kontynuujemy to postgpowanie, za kazdym razem dzielac przedostatnia reszte
przez ostatnig, otrzymujac nowy iloraz i nowg reszte. Gdy wreszcie otrzymamy reszte,
ktora dzieli poprzednia, konczymy dzielenie: ostatnia niezerowa reszta jest najwigkszym
wspolnym dzielnikiem liczb a i1 b. OczywisScie taka reszte otrzymamy, gdyz mamy tu do
czynienia ze zstepujacym ciggiem reszt.

Algorytm Euklidesa pozwala rowniez rozwigzywac¢ kongruencje oraz réwnania

postaci d = (a, b) = ax + by.
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Definicja 7. Funkcja Eulera (Gaussa)
Niech n bedzie dodatnig liczba catkowita. Funkcja Eulera ¢(n) jest okreslona jako

liczba tych nieujemnych liczb b mniejszych od n, ktére sag wzglednie pierwsze z n:
o(n):=|{0<b < n:(b,n) =1}|
Zauwazmy, ze ¢(1) = 1 oraz ¢(p) = p — 1 (gdzie p liczba pierwsza). Z kolei dla
1

poteg liczb pierwszych mamy ¢(p®) = p* — p*' = p“(l —;j

Definicja 8

Zredukowany system reszt modulo m to zbior liczb catkowitych r; takich, ze
(i, m) = 1 oraz dla réznych i, j zachodzi: r; nie przystaje do », modulo m, a takze dla
kazdego x wzglednie pierwszego z m, x przystaje modulo m do jakiego$ r;:

nalezacego do zbioru.

Definicja 9

Niech m bedzie dodatnig liczbg naturalng, a a taka liczbg naturalna, ze (a, m) = 1.
Niech 4 bedzie najmniejsza dodatnig liczbg naturalng, takg ze " = 1 (mod m).

Mowimy wtedy, ze a nalezy do potegi 4 modulo m.

Definicja 10

Jesli a nalezy do potegi @(m) modulo m, to wtedy a nazywamy pierwiastkiem

pierwotnym modulo m.
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Lemat 1

Dla p liczby pierwszej oraz dla 0 < k < p zachodzi p | [@

. 1. p) p! . ’_(p]' o . .
Dowod: Oczywiscie (k] _—k!(p—k)!’ czyli p!= k k!'(p—k)!, a poniewaz

roOwniez zachodzi p! =1+ 2«3« ... « ptop | p!, stad takze p| (@k!(p—k)!.

Jednoczesnie (p, K\(p — k)!) = 1, wiec p | @

Twierdzenie 2. Male twierdzenie Fermata
Niech p bedzie liczba pierwsza. Wtedy kazda liczba n niepodzielna przez p

spetnia kongruencje n”~ ' = 1 (mod p).

Dowod: Kongruencja »” ~ ' = 1 (mod p) jest rtOwnowazna kongruencji n” = n (mod
p), ktéra z kolei jest rownowazna (z definicji kongruencji — patrz Definicja 6)
podzielnosci p | n” — n. Dowodzimy twierdzenia przez indukcj¢. Dla n = 1 oczywiscie
zachodzi p | 17 — 1 = 0. Zatézmy wigc, ze twierdzenie zachodzi dla n i wykazmy, ze

spelnione jest rowniezdlan + 1, czylip | (n + 1Y — (n + 1). Mamy wigc

p—1
(n+1)? —(n+1)=n” +[]1?jn”‘1 +(§jn”‘2+...+l—n—1= n’ —n+ Z(i)n"_k

k=1
Oczywiscie z zatozenia indukcyjnego p | n’ — n, a jednoczes$nie z Lematu 1
p—1

wiemy, ze p | [jj dla k =1,..., p — 1. Czyli n” —n+Z(Z)n""‘ jest podzielne

k=1

przez p, co konczy dowod.
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Twierdzenie 3. Chinskie twierdzenie o resztach
Przypusémy, ze chcemy rozwigza¢ uktad kongruencji o r6znych modutach:

x = a; (mod m;)

X = a; (mod m>)

x = a, (mod m,)
Przypusémy nastgpnie, ze kazde dwa moduty sg wzglednie pierwsze: (m;, m;) = 1 dla
i# . Wtedy istnieje wspdlne rozwigzanie x wszystkich tych kongruencji i kazde
dwa rozwigzania przystaja do siebie modulo M = m;, m,... m,.

Dowéd: Udowodnimy najpierw jednoznaczno$¢ modulo M. Zatézmy, ze x"1 x" sg
dwoma rozwigzaniami. Niech x = x" — x"”. Wtedy x musi przystawa¢ do 0 wzgledem
modutu m; dla kazdego i, a wigc 1 modulo M (patrz Wiasnos¢ 3). Nastgpnie
pokazemy, jak skonstruowac¢ rozwigzanie x.

Niech M; = M/m; bedzie iloczynem wszystkich modutow z wyjatkiem i-tego.

Oczywiscie (m;, M;) = 1, a wigc istnieje taka liczba N; (ktdorg mozna znalez¢ za pomocg

algorytmu Euklidesa), ze M; N; = 1 (mod m;). Przyjmijmy teraz * = Z a,M;N;. Wtedy
dla kazdego i wszystkie sktadniki sumy poza i-tym sg podzielne przez m;, gdyz m; | M; dla

i1# ], Zatem dla kazdego i mamy: x = a,m; M; = a; (mod m;), czego nalezato dowie$é.

Twierdzenie 4. Multyplikatywnos¢ funkcji Eulera
Funkcja Eulera ¢ (patrz Definicja 7) jest multyplikatywna, tzn. ¢p(mn) = ¢(m)p(n),

jesli tylko (m, n) = 1.
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Dowéd: Musimy policzy¢, ile jest liczb catkowitych zawartych miedzy 0 1 mn — 1
nie majacych wspolnych dzielnikow z liczba mn. Dla kazdej liczby j z tego
przedzialu niech j; bedzie jej resztg z dzielenia przez M (tzn. 0< j, <m oraz j = j,
(mod m)) i niech j, bedzie jej reszta z dzielenia przez n (tzn. 0< j, <n oraz j = j,
(mod n)). Z chinskiego twierdzenia o resztach (patrz Twierdzenie 4) wynika, ze dla
kazdej takiej pary liczb j,, j. istnieje doktadnie jedna liczba j migdzy 0 i mn — 1, dla
ktorej j = j; (mod m) oraz j = j, (mod n). Zauwazmy, ze j nie ma wspolnego dzielnika
z mn wtedy 1 tylko wtedy, gdy nie ma wspdlnego dzielnika z m — co jest
rbwnowazne temu, ze j; nie ma wspolnego dzielnika z m — oraz nie ma wspolnego
dzielnika z n — co jest rOwnowazne temu, ze j»> nie ma wspdlnego dzielnika z n. Zatem
te liczby j, ktore musimy zliczy¢, dopowiadaja wzajemnie jednoznacznie parom j,, j>,
dla ktorych 0< j, <m, (j;,, m) = 1; 0< j, <n, (j,, n) = 1. Liczba takich j; jest rowna
¢(m) 1 liczba takich j, jest rowna ¢(n). Zatem liczba par jest rowna @(m)gp(n), co

konczy dowod.

Twierdzenie 5. Twierdzenie Eulera

Jesli (a, n) =1, to a”™ =1 (mod n).

Twierdzenie to zwane jest tez uogélnieniem matego twierdzenia Fermata.

Dowo6d: Dowodzimy najpierw twierdzenie w przypadku, gdy »n jest potega liczby
pierwszej, czyli n = p*. Bedziemy stosowaé indukcje wzgledem k. Dla k = 1 mamy
mate twierdzenie Fermata (patrz Twierdzenie 2). Zatozmy, ze [ > 1 1 ze wzor jest
1

prawdziwy dla p' - Na podstawie zalozenia indukcyjnego mamy wtedy

a” """ =1+ p''b dla pewnej catkowitej liczby b. Jesli podniesiemy obie strony
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réwnosci do potegi p 1 skorzystamy z tego, iz wszystkie wspotczynniki Newtona (z

wyjatkiem 1 1 wspotczynnika przy x” na koncu) w rozwinigciu (1 + x)” sg podzielne
przez p (patrz Lemat 1) mozemy stwierdzié, ze liczba 47 —7"" jest sumg liczby 1 i

pewnej liczby skladnikéw podzielnych przez p'. Zatem liczba ,2(*) _1 jest
podzielna przez p', co konczy dowdd twierdzenia dla poteg liczb pierwszych.

Z multyplikatywnosci funkcji ¢ (patrz Twierdzenie 4) wynika, ze a”” = 1 (mod p')
— wystarczy podnie$é obie strony kongruencji «”*” =1 (modp') do potegi

(D(pflo...-p,;"‘), gdzie n:plopf‘o opf;’. Poniewaz jest to prawdziwe dla kazdej

potegi p' dzielgcej n i poniewaz potegi dwoch réznych liczb pierwszych nie maja

wspolnego dzielnika, z Wlasnosci 3 wynika, ze a”®” =1 (mod n).

Twierdzenie 6

Niech g = (a, m). Wtedy kongruencja ax = b (mod m) nie ma rozwigzan, jesli g nie
dzieli b. Jezeli za$ g dzieli b, to kongruencja ta ma g rozwigzan x = (b/g)xo + n(m/g) (mod
m), gdzien =0, 1, ..., g — 1, a xo jest dowolnym rozwigzaniem kongruencji (a/g)x = 1 (mod
mlg).

Dowod: Z definicji (patrz Definicja 6) kongruencja ax = b (mod m) jest
rOwnowazna réwnaniu ax — my = b. Liczba naturalna x bedzie rozwigzaniem tej
kongruencji wtedy i tylko wtedy, kiedy istnieje liczba y, taka ze ax — my = b.
Wpierw rozpatrzmy przypadek g nie dzieli . Z wlasnosci podzielnosci wiemy, ze
jesli g dzieli a 1 g dzieli m to réwniez g dzieli b. Stad, jesli g nie dzieli b, to rownanie

ax —my = b nie ma rozwigzan, a co za tym idzie kongruencja ax = b (mod m).
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Zalézmy teraz, ze g dzieli b. Mozemy zapisaé, ze g = sa + tm. Poniewaz g | b, to
istnieje taka liczba naturalna e, ze ge = b. Mnozac obie strony rownosci g = sa + tm
przez e otrzymujemy: b = ge = (sa + tm)e = a(se) + m(te), tak wiec jedno z
rozwigzan tego rOwnania to x = xo 1 y = yo, gdzie xo = se, a yo = te. Niech x = x, + (m/
gn, ay =y, — (a/g)n, gdzie n jest liczba naturalng. Wtedy para (x, y) bedzie
rozwigzaniem tego rOwnania poniewaz: ax + my = axo + a(m/g) + my, — m(a/g)n =
axot+ my, = b. Mamy wi¢c nieskonczenie wiele rozwigzan postaci x = xo + (m/g)n, a y
= yo — (a/g)n, gdzie x = xo 1 ¥y = yo s3 konkretnymi rozwigzaniami rdwnania. Aby
stwierdzi¢, ile jest réznych nieprzystajacych rozwigzan x = xo + (m/g)n, trzeba
okresli¢ warunki opisujace dwa przystajace modulo m rozwigzania: x; = xo + (m/g)m
1x2 = xo + (m/g)n,. Jezeli dwa rozwigzania sg przystajace, to xo + (m/g)n, = xo + (m/
2)n, (mod m). Odejmujac od obu stron tego rOwnania x, otrzymujemy: (m/g)n, = (m/
g)n, (mod m). Wiemy dalej, ze (m, m/g) = m/g, a poniewaz (m/g) | m, wigc z
Wtasnosci 5 mamy: n, = n, (mod m), co oznacza, ze pelny zbior nieprzystajacych

rozwigzan otrzymujemy biorac x = xo + (m/g)n, gdzien =0, 1, ..., g — L.

Twierdzenie 7
Dla n>1 zachodzi dzm pld)=n
Dowod: Jesli n = p° i p jest liczbg pierwsza, to wtedy

D o(d) = (1) + p(p) + p(p*)+..40(p) =1+ (p—D+p(p-D+p (p-D=p°=n

dn
Tak wigc twierdzenie jest prawdziwe dla n bedacego potgga liczby pierwszej p.
Dowodzimy twierdzenia przez indukcj¢. Zakladamy, ze bedzie ono prawdziwe dla

liczb naturalnych o k& lub mniej réznych pierwszych czynnikach. Niech liczba
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naturalna N posiada k + 1 réznych pierwszych czynnikoéw i niech p bedzie jednym z
nich, a p° najwigksza potega p dzielaca N. Wtedy N = p‘n 1 n maja k ré6znych
czynnikow pierwszych, a (p, n) = 1. Poniewaz d przebiega dzielniki n, wigc dzielniki

N przebiegajg zbior d, pd, p*d, ..., pd. Stad mamy

D o(d) =D o(d)+> p(pd) + D p(p°d) +..4+ ), p(p°d) =

d|N din dn din din
=D p(d)(1+ @(p) + p(p*)+..+9(p)) = 2 p(d) Y p(8) = np* = N
dn dpn Sp°

co konczy dowdd.

Twierdzenie 8. Twierdzenie Lagrange'a (2)
Niech Z[x] > fix) = ao + aix + aix* + ... + ax" 1 (an, p) = 1, a p jest liczbg

pierwsza. Wtedy kongruencja wielomianowa f{x) = 0 (mod p) ma co najwyzej n
ré6znych mod p rozwigzan.

Dowod: Przez indukcje wzgledem n. Dla n = 1 oczywiscie ap + aix = 0 (mod p).
Zalézmy, ze twierdzenie zachodzi dla n — 1 1 niech xo, xi,..., X, beda rozwigzaniami
kongruencji f{x) = 0 (mod p). Wtedy

SxX) = flxo) =an (X" —x0") +ax (X" ' —xo" D)+ ... ta (x—x) =
=a, (x—x0) (X" "+ x""xp+ A xx P xS+
a1 (x—x0) (X" FHX" T xo+ L Fxx" T xg" )+
+...ta (x—x) =
= (x —x0) g (%),

gdzie g(x) jest wielomianem stopnia n — 1. Pokazemy teraz, ze xo, xi,..., Xn S8

rozwigzaniami kongruencji g(x) = 0 (mod p). Niech k begdzie liczbg naturalna, takg ze

1<k < n. Poniewaz fixi) = f(xo) = 0 (mod p), mamy f{xx) — fixo) = (xx — x0) g(xx) =0
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(mod p). Stad g(xx) = 0 (mod p), gdyz (xx — xo) nie przystaje do 0 modulo p. Wynika
z tego, ze kongruencja wielomianowa g(x) = 0 (mod p) o wspotczynniku przy
najwyzszej potedze niepodzielnym przez p posiada n réznych rozwigzan modulo p,
co przeczy zasadzie indukcji. A wigc kongruencja wielomianowa f{x) = 0 (mod p)

nie moze mie¢ wigcej niz n réznych rozwigzan modulo p, co konczy dowod.

Twierdzenie 9

Jezeli a nalezy do potegi & modulo m, to & | ¢(m). Ponadto & = a* (mod m) wtedy i
tylko wtedy, gdy 4 | (j — k).

Dowéd: Bez straty og6lnosci mozemy zalozy¢, ze j > k, a poniewaz (a, m) = 1,
wiec kongruencja @ = a* (mod m) jest rOwnowazna kongruencji @ ~* = 1 (mod m).
Jednoczesnie fakt, iz a nalezy do potegi # modulo m oznacza, ze a" = 1 (mod m) i h
jest najmniejsza taka liczba, wiec 4 | (j — k). Jednoczesnie z definicji nalezenie do
potegi (patrz Definicja 9) musi zachodzi¢ (a, m) = 1. Z twierdzenia Eulera (patrz
Twierdzenie 5) wiemy jednocze$nie a”™ = 1 (mod m) dla (a, m) = 1. Z tego wynika

wiec rowniez fakt, iz i | g(m).

Twierdzenie 10
Jezeli a nalezy do potegi A modulo m, to a* nalezy do potegi 4/(h, k) modulo m.

Dowdd: Z Twierdzenia 9 wiemy, ze (a*y = 1 (mod m) wtedy i tylko wtedy, gdy [A/
(h, k)] | j. Tak wiec ostatnig dodatnig liczba naturalng j taka, ze (a*y = 1 (mod m) jest

j=h/Ah, k), co konczy dowdd.
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Twierdzenie 11

Jesli p jest pierwsza, to istnieje ¢(p — [) pierwiastkoOw pierwotnych (patrz
Definicja 10) modulo p. Jedyne liczby naturalne posiadajace pierwiastek pierwotny to:
P, 2p°, 214, gdzie p jest liczbg pierwszg.

Dowdd: Kazda liczba naturalna a z przedziatu (1, p — 1) nalezy do pewnej potegi &
modulo p (patrz Definicja 9), gdzie h | (p — 1). Jezeli a nalezy do potegi A, to (a)" =1

"~1 53 r6zne modulo p. Dalej, z

(mod p) dla wszystkich k, a jednoczesnie 1, a, @, ..., a
Twierdzenia 8, liczby h s rozwigzaniami wszystkich kongruencji ¥ = 1 (mod p). Z
Twierdzenia 10 wiemy, ze tylko ¢(h) tych liczb nalezy do potggi # modulo p, a
pozostate nalezg do mniejszych poteg. Tak wiec kazda liczba naturalna a nalezaca do
potegi 4 modulo p jest rozwigzaniem kongruencji x" = 1 (mod p). Dalej, dla kazde;j
liczby h, ktora dzieli (p — 1) zachodzi¢ bedzie albo ¢(/), albo nie bedzie zadnych liczb

naturalnych a z przedziatu (1, p — 1), takich ze a nalezy do potggi # modulo p. Niech

w(h) oznacza liczbg tych a, ktore naleza do potegi # modulo p. Wtedy wp(h) < @(h) dla

h dzielacego (p — 1) oraz Wz_l‘//(h) =P~ 1 Jednak z Twierdzenia 7 wiemy, ze

20N =p=1  pmamy wiecc h%:l(t//(h) —e(M =0 | w()—p(h) <0, co

h|p—1
implikuje fakt, ze y(h) = @(h) dla h dzielacych p — 1, a w szczego6lnosci y(p — 1) =

o(p — 1) >0, co dowodzi pierwszej czgsci twierdzenia.

k
Niech m = 2prf" gdzie p; to roézne liczby pierwsze, /20, ¢; > 0,a k>1. Jesli

i=1

(a, m) = 1, to zachodzi 4% =1 (mod p') oraz q? ) =1 (modm/ p*). Zatdézmy, ze
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. . . 1 e ej
k>2 lub f22. Wtedy @(p;')1¢@(m/p') saréwne, a co za tym idzie g 27 reenn

przystaje do 1 modulo p;* oraz modulo m/ p, skad rowniez modulo m. Stad widac,

ze jedyna liczba m, ktéra moze mie¢ pierwiastki pierwotne, to p¢, 2p°, 2 i 4, gdzie p

to liczba pierwsza, a to konczy dowdd drugiej czgséci twierdzenia.

Twierdzenie 12
Zalozmy, ze m posiada pierwiastek pierwotny g. Wtedy g/ = g¢* (mod m) wtedy 1

tylko wtedy, gdy j = k (mod ¢(m)). W szczegdlnosci ¢ = 1 (mod m) wtedy i tylko
wtedy, gdy @(m) | j. Zbior g, g°, ..., g”™ tworzy zredukowany system reszt modulo m
(patrz Definicja 8), wigc jesli a jest liczba naturalng, taka ze (a, m) = 1, to istnieje
tylko jedna liczba g’ w zbiorze spelniajgca kongruencje g = a (mod m).

Dowdd: Pierwsza czg¢$¢ tego twierdzenia to specjalny przypadek Twierdzenia 9.
Zaklada ona, ze g, g°, ..., g™ sg parami nieprzystajgce modulo m, a co za tym idzie

zbidr ten tworzy zredukowany system reszt modulo m.

Twierdzenie 13
Jesli p jest liczbg pierwsza i1 (a, p) = 1, to kongruencja x" = a (mod p) ma (n, p — 1)

rozwigzan lub zero rozwigzan, w zalezno$ci od tego, czy a¥ "7~V przystaje do 1
mod p czy tez nie przystaje.

Dowéd: Niech b = (n, p — 1). Jesli kongruencja x" = a (mod p) ma rozwigzanie u, to
wtedy a¥ V" = "¢ - VP = 3 =D = 1 (mod p). I analogicznie x" = a (mod p) nie ma

rozwigzan, jesli a” ~ V" nie przystaje do 1 (mod p).
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Zatozmy, ze a® V"

= 1 (mod p). Z Twierdzenia 11 1 Twierdzenia 12 wiemy, ze istnieje
pierwiastek pierwotny g modulo p oraz wykltadnik j, takie ze ¢ = a (mod p). Mamy wiec

gV =q?- Y =1 (mod p), co implikuje (na mocy Twierdzenia 12), ze j(p — 1)/b = 0
(mod p — 1), wiec b | j. Kazde rozwigzanie x" = a (mod p), jesli tylko istnieje, mozna
rowniez zapisa¢ jako potgge g (na przyklad g) modulo p. Stad rozwigzania x (jesli
istniejg) kongruencji x" = a (mod p) odpowiadajg rozwigzaniom y kongruencji g = ¢’
(mod p). Ta kongruencja, na mocy Twierdzenia 9 wtedy 1 tylko wtedy, gdy yn = j
(mod p — 1) ma rozwigzania, ktére posiada na mocy Twierdzenia 6, poniewaz b | j.

Ponadto z Twierdzenia 6 wynika réwniez, ze mamy (n, p — 1) rozwigzan tej

kongruencji, a wiec 1 kongruencji x" = a (mod p).
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Definicje

Definicja liczb pseudopierwszych
Niech b bedzie liczba catkowita dodatnia. Jes$li n jest liczbg catkowitg ztozong 1

b" = b (mod n), to n nazywamy liczbg pseudopierwszq przy podstawie b (n jest pp(d)).

Jesli (b, n) = 1, to kongruencja b" = b (mod n) jest rownowazna kongruencji "' = 1
(mod n). Wykorzystujac Wiasnos¢ 2 mozemy podzieli¢ kongruencje b" = b (mod n)
przez b (jest to uprawnione, gdyz (b, n) = 1 — patrz Wiasnos¢ 4) 1 otrzymamy w ten
sposob kongruencje "~/ = 1 (mod n). Z kolei wykorzystujac Wiasnosé I mozemy
pomnozy¢ przez b obie strony kongruencji 5" = ' = 1 (mod n), by otrzyma¢
kongruencj¢ b" = b (mod n).

Przyklad: Liczba 341 (nie jest ztozona, poniewaz 341 = 11 <« 31) jest
pseudopierwsza, poniewaz 2** = 1 (mod 341), gdyz 2*° = (29 =1 (mod 11) i

jednoczes$nie 2°* = (2°)*® = 1 (mod 34).

Definicja liczb silnie pseudopierwszych
Niech n bedzie nieparzysta liczba ztozong i niech n — 1 = 2°¢, gdzie liczba ¢ jest

nieparzysta. Niech b € (Z/nZ.)*. Jesli liczby n 1 b spetniaja warunek (I):
b'=1 (mod n) lub
istnieje liczba catkowita 4 z przedziatu [0, s), taka ze »* = —1 (mod n)

to liczbe n nazywamy liczbg silnie pseudopierwszqg przy podstawie b (n jest spp(b)).
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Wilasnosci i twierdzenia dotyczace liczb pseudopierwszych i
silnie pseudopierwszych

Test Millera-Rabina

Test Millera-Rabina jest testem pierwszos$ci, opierajacy si¢ na wilasnos$ci liczb
silnie pseudopierwszych (czasem liczby silnie pseudopierwsze definiuje si¢ jako
takie, ktore ,,pozytywnie przechodza” test Millera-Rabina).

Wezmy liczbe¢ naturalng nieparzysta n. Chcemy sprawdzié, czy jest ona pierwsza,
czy ztozona. Wpierw szukamy specyficznego rozktadu liczby n — 1: n — 1 = 2%,
gdzie ¢ jest liczba nieparzystg. Nastepnie wybieramy losowo liczbe b nalezaca do
przedziatu (0, n), a potem obliczamy b’ mod n. Je$li otrzymamy %1, to stwierdzamy,
ze liczba n przeszta pomyslnie test sprawdzajacy warunek (I) dla naszej podstawy b i
wybieramy nastepng losowa podstawe b. Jezeli za$ nie otrzymamy 1, to podnosimy
do kwadratu b' modulo 7, a potem otrzymany wynik podnosimy do kwadratu modulo

n, az otrzymamy —1. Jesli otrzymamy —1, to liczba pomyS$lnie przeszia test. Jezeli
jednak nigdy nie otrzymamy -1, tzn. je$li osiggniemy 5> =1(modn), a

jednocze$nie b* #—1(modn) to wiemy, ze liczba n nie przeszia testu, wiec jest

ztozona.
Przyklad: Liczba 2047 (nie jest ztozona: 2047 = 23 « 89) przechodzi test Millera-

Rabina dla b = 2, poniewaz 2°*¢* = 219 = (211)** = 2048" = | (mod 2047).

Twierdzenie 14
W przypadku, gdy liczba n spetni warunek (I) dla kazdej z k£ losowo wybranych

podstaw b, to wiemy, ze ma ona jedng na 4* szans¢ by¢ ztozona, poniewaz co

najwyzej 1/4 podstaw b z przedziatu (0, n) spetnia (I) dla n ztozonych.
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Lemat 2
Jesli n jest liczba ztozong, to N = 2" — 1 rowniez jest ztozona.

Dowaéd: Jezeli n jest ztozona, to istniejg k 1 [ takie ze n = kl. Rozwazmy réwno$¢
d—1=@-1)@""+x*2+ ...+ 1), wktorej za x podstawimy 2'. Otrzymujemy
wowczas, ze 2" — 1 =2' = 1) Q¢ "D+ 2=+ +2/4+1), awicc N=2"—1 jest

réwniez ztozona.

Twierdzenie 15
Istnieje nieskonczenie wiele liczb pseudopierwszych przy podstawie 2.

Dowéd: Pokazemy, ze je$li n jest nieparzysta liczba pseudopierwsza przy
podstawie 2, to m = 2" — 1 jest rowniez pseudopierwsza przy podstawie 2. Poniewaz
istnieje przynajmniej jedna liczba pseudopierwsza przy podstawie 2 (na przyktad, no

= 341, poniewaz 2**" = 1 (mod 341)), mozemy skonstruowaé nieskonczenie wiele

ztozonych liczb pseudopierwszych o podstawie 2, biorac no = 341, a n, , =2" -1

dla k=0, 1, 2,... Wszystkie te liczby beda rozne, gdyz no <m <m< ... <mp<mnp:+; <

Niech n bedzie nieparzysta liczbg pseudopierwszg i 2"~ ' = 1 (mod n). Poniewaz n
jest zlozona, wiemy ze istniejg d i ¢, takie zen = dt 11 <d <nmoraz 1 <t <n.
Wykazemy, ze m = 2" — 1 jest roOwniez pseudopierwsza. Z Lematu 2 wiemy, ze m
jest ztozona, wystarczy wigc pokaza¢, ze 2" ' =1 (mod m).

Z zatozenia mamy, ze 2"= 2 (mod n), a stad mozemy wywnioskowac istnienie k, takiego

ze 2" — 2 = kn i dalej 27! =2¥2 —2&_ W analogiczny sposob co wyzej mozemy
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wywnioskowaé, ze m = (2" — 1) | (2" —1)= 2"~ 1.Stagd 2" ' — 1 = 0 (mod m) i dalej

2"~!=1 (mod m), a stad wynika, ze m jest rOwniez pseudopierwsza przy podstawie 2.

Twierdzenie 16
Istnieje nieskonczenie wiele liczb silnie pseudopierwszych przy podstawie 2.

Dowéd: Pokazemy, ze jesli n jest pseudopierwsza przy podstawie 2, to N=2"—1
jest silnie pseudopierwsza przy podstawie 2.

Niech n bedzie nieparzysta liczba zlozong, ktora jest pseudopierwsza przy
podstawie 2, a wiec 2" ' = 1 (mod n). Z tej kongruencji mozemy wywnioskowac, ze
2"~'— 1 = nk, dla pewnego k calkowitego i nieparzystego. Mamy wiec

N-1=2"-2=2Q2" '-1)=2"nk,
czyli jest to faktoryzacja N — 1 na iloczyn nieparzystej liczby catkowitej 1 potegi
dwojki. Zauwazmy jeszcze, ze

QW=D = omk= (2MF =1 (mod N),
poniewaz 2" = (2" - 1)+ 1 =N+ 1 =1 (mod N). Dzigki temu wiemy, ze N
przechodzi test Millera-Rabina, a wigc jest silnie pseudopierwsza.

Z Lematu 2 wiemy, ze N = 2" — 1 jest ztozona, a wigc wiemy, ze N przechodzi test
Millera-Rabina i jest ztozona, a wiec jest liczbg silnie pseudopierwsza przy
podstawie 2.

Jesli liczba n jest pseudopierwsza przy podstawie 2, to liczba 2" — 1 jest silnie
pseudopierwsza przy podstawie 2. W Twierdzeniu 15 (patrz wczesniej)
wykazaliSmy, ze istnieje nieskonczenie wiele liczb pseudopierwszych przy
podstawie 2. Z powyzszych przestanek wnioskujemy, Ze istnieje nieskonczenie wiele

liczb silnie pseudopierwszych przy podstawie 2.
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Informacje wstepne
Wiegkszo$¢ ponizszych danych zostata opracowana przez autora pracy w oparciu o

wyniki otrzymane dzigki dwom specjalnie do tego celu napisanym programom, z
ktorych pierwszy sprawdzal pseudopierwszo$¢ danych liczb, a drugi — silng
pseudopierwszos¢. W przypadku bardzo duzych liczb (szczegolnie w przypadku
danych zamieszczonych w czesci Informacje dodatkowe) informacje zaczerpni¢to z
ksigzek, podanych w bibliografii.

W rozpatrywanym przez nas przedziale liczb naturalnych od 1 do 100001

wlacznie wystepuje 9591 liczb pierwszych.

Liczby pseudopierwsze przy podstawie 2
Istnieje 78 liczb mniejszych od 100001, ktére sg pseudopierwsze przy tej

podstawie. Podajemy pierwsze dziesi¢¢ z nich i najwigksza.
n=341;n=561;n=645;n=1105; n=1387; n =1729; n = 1905; n = 2047;

n=2465;n=2701; n=93961

Liczby pseudopierwsze przy podstawie 3
Istnieje 76 liczb mniejszych od 100001, ktére sg pseudopierwsze przy tej

podstawie. Podajemy pierwsze dziesi¢¢ z nich i najwigksza.
n=91;n=121;n=671;,n=703; n=949; n=1105; n = 1541; n = 1729,

n=1891; n=2465; n=97567
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Liczby pseudopierwsze przy podstawie 5
Istnieje 66 liczb mniejszych od 100001, ktore sa pseudopierwsze przy tej

podstawie. Podajemy pierwsze dziesi¢¢ z nich i najwigksza.
n=217,n=561;n=781;n=1541;n=1729; n =1891; n =2821; n =4123;

n=>5461;n=5611;n=98173

Liczby pseudopierwsze przy podstawie 7
Istnieje 69 liczb mniejszych od 100001, ktére sg pseudopierwsze przy tej

podstawie. Podajemy pierwsze dziesi¢¢ z nich i najwigksza.
n=25n=325n=561;n=703; n=817, n=1105; n=1825; n=2101;

n=2353;n=2465; n=97921

Liczby pseudopierwsze dla podstaw 2 i 3
Oto wszystkie liczby mniejsze od 100001, ktore sa pseudopierwsze przy tych

podstawach. Jest ich 17.
n=1105;n =1729; n = 2465; n = 2701; n = 2821; n = 6601; n = 8911; n = 10585;
n=15841;n=18721; n =29341; n =31621; n =41041; n = 46657; n = 49141;

n =52633;n= 63973

Liczby pseudopierwsze dla podstaw 21i 5
Oto wszystkie liczby mniejsze od 100001, ktére sa pseudopierwsze przy tych

podstawach. Jest ich 16.
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n=>561;n=1729;n =2821; n = 5461; n = 6601; n = 8911; n = 12801; n = 13981,
n=15841;n =29341; n = 41041; n = 46657; n = 52633; n = 63973; n = 68101;

n =75361

Liczby pseudopierwsze dla podstaw 2 i 7
Oto wszystkie liczby mniejsze od 100001, ktére sa pseudopierwsze przy tych

podstawach. Jest ich 11.
n=>561;n=1105;n=2465;n=3277;n = 8321; n = 10585; n = 18721,

n =29341;n = 46657, n = 62745; n = 75361

Liczby pseudopierwsze dla podstaw 3 i 5
Oto wszystkie liczby mniejsze od 100001, ktore sa pseudopierwsze przy tych

podstawach. Jest ich 14.
n=1541;n=1729;n =1891; n =2821; n = 6601; n = 8911; n = 15841,

n=29341;n =41041; n = 46657; n = 52633; n = 63973; n = 75361; n = 88831

Liczby pseudopierwsze dla podstaw 317
Oto wszystkie liczby mniejsze od 100001, ktore sa pseudopierwsze przy tych

podstawach. Jest ich 13.
n=703;n=1105; n =2465; n = 10585; n = 18721; n = 19345; n = 29341;

n =38503; n =46657; n = 50881; n="75361; n="76627; n = 88831
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Liczby pseudopierwsze dla podstaw Si7
Oto wszystkie liczby mniejsze od 100001, ktére sa pseudopierwsze przy tych

podstawach. Jest ich 9.
n=>561;n=11041;n =29341; n =38081; n = 46657, n = 50737; n = 75361;

n =79381; n = 88831

Liczby pseudopierwsze dla podstaw 2,315
Oto wszystkie liczby mniejsze od 100001, ktore sa pseudopierwsze przy tych

podstawach. Jest ich 11.
n=1729;n =2821; n =6601;n =8911; n = 15841; n = 29341; n = 41041;

n =46657;n =52633; n = 63973; n = 75361

Liczby pseudopierwsze dla podstaw 2,3 i 7
Oto wszystkie liczby mniejsze od 100001, ktore sa pseudopierwsze przy tych

podstawach. Jest ich 7.

n = 1105; n =2465; n = 10585; n = 18721; n =29341; n =46657; n = 75361

Liczby pseudopierwsze dla podstaw 2,517
Oto wszystkie liczby mniejsze od 100001, ktére sa pseudopierwsze przy tych

podstawach. Sg tylko 4 takie.

n=>561;n=29341; n =46657; n ="75361
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Liczby pseudopierwsze dla podstaw 3,51 7
Oto wszystkie liczby mniejsze od 100001, ktére sa pseudopierwsze przy tych

podstawach. Sg tylko 4 takie.

n=29341; n=46657; n="75361; n = 88831

Informacje dodatkowe
Istnieje stosunkowo niewiele liczb pseudopierwszych dla podstawy b i tylko

nieliczne liczby zlozone przechodzg test b" = b (mod n). W szczegdlnosci mamy
455052512 liczb pierwszych mniejszych niz 10', podczas gdy w tym samym

przedziale istnieje 14884 liczb pseudopierwszych przy podstawie 2.

Liczby silnie pseudopierwsze przy podstawie 2
Test Millera-Rabina dla tej podstawy przechodzi 16 liczb mniejszych od 100001.

n=2047;s=11t=1023; b'=1 (mod n)
n=23277;s=2it=819; b*=-1 (mod n)

n =4033; s =61t=63; b* =—1 (mod n)
n=4681;s=31¢t=585; b =1 (mod n)
n=28321;s=7it=65; b*=-1 (mod n)
n=15841;s=51¢t=495; b'=1 (mod n)
n=29341;s=21it=7335;, b* =-1 (mod n)
n=42799;s=11it=21399; b'=1 (mod n)
n=49141;s=21t=12285; b* =1 (mod n)
n=52633;5=3it=6579; b'= 1 (mod n)

n=65281;s=81t=255; b'*=-1 (mod n)
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n=74665;s=31t=9333; b* =—1 (mod n)
n=280581;s=21it=20145; b* =1 (mod n)
n=85489; s =4 i¢=5343; b*=—1 (mod n)
n=88357;5s=21it=22089; b* =1 (mod n)

n=90751;s=11i¢=45375;b'= 1 (mod n)

Liczby silnie pseudopierwsze przy podstawie 3
Test Millera-Rabina dla tej podstawy przechodza 23 liczby mniejsze od 100001.

n=121;s=31t=15;b'=1 (mod n)
n=703;s=11t=351; b'=~-1 (mod n)
n=1891;s=1it=945; b*=-1 (mod n)
n=23281;s=41t=205;b'=-1 (mod n)
n=28401;s=41t=525;b'=-1 (mod n)
n=28911;s=11t=4455;b'=-1 (mod n)
n=10585;s=31it=1323; b* =-1 (mod n)
n=12403;s=11t=6201; b'=—-1 (mod n)
n=16531;s=11t=8265;b'=-1 (mod n)
n=18721;s=51it=585; ' =-1 (mod n)
n=19345,s=41it=1209; b* =-1 (mod n)
n=23521;5s=51t="735;b'=-1 (mod n)
n=31621;5s=21t=7905; b'=—-1 (mod n)
n=44287;s=11t=22143; b'=-1 (mod n)

n=47197;s=2it=11799; b'= 1 (mod n)



n=>55969;s=51it=1749; b'" =1 (mod n)
n=63139;s=11r=31569; b'=—1 (mod n)
n=74593;5=511=2331;b'" =1 (mod n)
n=79003;s=11r=39501; b'=—1 (mod n)
n=82513;5=4ir=5157; b'=1 (mod n)
n=87913; 5 =3i7=10989; b= 1 (mod n)
n=88573;5=2ir=22143; b'= 1 (mod n)

n=97567,s=11t=48783; b'=—-1 (mod n)

Liczby silnie pseudopierwsze przy podstawie 5

Test Millera-Rabina dla tej podstawy przechodzi 16 liczb mniejszych od 100001.

n="781;s=21t=195;b'=1 (mod n)
n=1541;s=21t=385;b'=-1 (mod n)
n=>5461;s=21t=1365;b'=-1 (mod n)
n=5611;s=11t=2805;b'=1 (mod n)
n=7813;5s=2it=1953; b* =-1 (mod n)
n=13021;s=21t=3255;b'=-1 (mod n)
n=14981;s=21¢t=3745; b'=1 (mod n)
n=15751;s=11t="7875; b'=1 (mod n)
n=24211;5s=11t=12105; b'=1 (mod n)
n=25351;s=11t=12675; b'=1 (mod n)
n=29539;5s=11t=14769; b'=1 (mod n)

n=238081;s=61t=595; b'"=-1 (mod n)
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n=40501;s=21¢t=10125; b'=1 (mod n)
n=44801;5s=81t=175; b'=1 (mod n)
n=>53971;5s=11t=26985; b'=1 (mod n)

n=79381;s=21it=19845; b'=—1 (mod n)

Liczby silnie pseudopierwsze przy podstawie 7

Test Millera-Rabina dla tej podstawy przechodzi 21 liczb mniejszych od 100001.

n=25s=3it=3;b*=-1 (mod n)
n=2325s=2it=281; b*=-1 (mod n)
n=703;s=11t=351;b'=1 (mod n)
n=2101;s=21t=525;b'=~-1 (mod n)
n=2353;s=4it=147; b* =-1 (mod n)
n=4525;5s=2it=1131; b* =1 (mod n)
n=11041;s=51t=345; b* =-1 (mod n)
n=14089; s =3 i1=1761; b* =1 (mod n)
n=20197;5=2it=5049; b = 1 (mod n)
n=29857;s=51t=933; b* =1 (mod n)
n=29891;5=11ir=14945; b' =1 (mod n)
n=39331;5s=11t=19665; b'=1 (mod n)
n=49241;s=31it=6155; b* =—1 (mod n)
n=>58825;5s=31it=7353; b* =—1 (mod n)
n=64681;s=131ir=8085: b'=—1 (mod n)

n=76627;s=1it=38313; b'= 1 (mod n)
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n=78937;s=31t=9867; b* =-1 (mod n)
n=79381;5=21r=19845; b'=—1 (mod n)
n=87673;5=31t=10959; b* =—1 (mod n)
n =88399; s =1ir=44199; b= 1 (mod n)

n=288831;s=11it=44415; b'= -1 (mod n)

Liczby silnie pseudopierwsze przy podstawie 2, 3
Podajemy kilka przyktadéw liczb silnie pseudopierwszych dla tych podstaw.

Otrzymano je dzigki programowi, ktory sprawdzat liczby poczawszy od najmniejszej

znanej liczby silnie pseudopierwszej dla dwoch podstaw.
n=1373653;s=21t=343413; by* =1 (mod n); b,'= 1 (mod n)
n=1373717;s =21t =343429; b)* = -1 (mod n); b;* = -1 (mod n)
n=1373761;s=61t=21465; b,'" =1 (mod n); b,** = -1 (mod n)
n=1373819; s=11t=686909; b'=—1 (mod n); by'=1 (mod n)

n =1400821; s =21it=350205; b* = -1 (mod n); b,'=1 (mod n)

Liczby silnie pseudopierwsze przy podstawie 2, 5
Podajemy kilka przyktadéw liczb silnie pseudopierwszych dla tych podstaw.

n=1373677;s=21t=343419; b)* = -1 (mod n); b;* =—1 (mod n)
n=1377031;s=11t=68851; b/'=1 (mod n); b,’=1 (mod n)
n=1377037; s =21t =344259; b)* = -1 (mod n); b;* =1 (mod n)
n=1377847,s=11t=688923; b/'=1 (mod n); b,'=—-1 (mod n)

n =1377853; s =21t =344463; b;* = -1 (mod n); b,* = -1 (mod n)
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Liczby silnie pseudopierwsze przy podstawie 2, 7
Podajemy kilka przyktadéw liczb silnie pseudopierwszych dla tych podstaw.

n=1373683;s=11t=686841; b'=—1 (mod n); by'=1 (mod n)
n=1377811;s=11t=688905; bh'=—1 (mod n); b,'=—-1 (mod n)
n = 1377829; s =21t=344457; b)* = -1 (mod n); b;* =1 (mod n)
n=1377043;s=11t=688521; b'=—1 (mod n); by'=1 (mod n)

n=1377853; s =21t =344463; b'=—1 (mod n); b,'=—-1 (mod n)

Liczby silnie pseudopierwsze przy podstawie 3, 5
Podajemy kilka przyktadéw liczb silnie pseudopierwszych dla tych podstaw.

n=1373683;s=11t=686841; bi'=—1 (mod n); b,'=—-1 (mod n)
n=1373717; s =21t =343429; b)* = -1 (mod n); b;* = -1 (mod n)
n=1377037; s =21it=344259; b’ =1 (mod n); b, =1 (mod n)
n=1377791;s=11t=688895; b/'=1 (mod n); b,'=1 (mod n)

n=1377821;s=21t=344455; b)* = -1 (mod n); b,'=1 (mod n)

Liczby silnie pseudopierwsze przy podstawie 3, 7
Podajemy kilka przyktadéw liczb silnie pseudopierwszych dla tych podstaw.

n=1373689;s=31it=171711; b\’ =1 (mod n); b* = -1 (mod n)
n=1373761;s=61t=21465; b,*" = -1 (mod n); b,** = -1 (mod n)
n=1373777;s=41it=285861; b,'" =—1 (mod n); b,'* = -1 (mod n)

n=1377781; s =21it=344445; b'= 1 (mod n); b, =1 (mod n)



n=1377787;s=11it=688893; b= 1 (mod n); by’ = 1 (mod n)

Liczby silnie pseudopierwsze przy podstawie 5, 7
Podajemy kilka przyktadéw liczb silnie pseudopierwszych dla tych podstaw.

n=1373789;s=21it=343447; b/'=1 (mod n); b,'=—1 (mod n)
n =1373803; s =11t=686901; b,'=—1 (mod n); b>'=—-1 (mod n)
n=1377023;s=11t=688511; bi'=—1 (mod n); by'=-1 (mod n)
n=1377031;s=11t=688515; bi'=1 (mod n); by'=1 (mod n)

n=1377041;s=41t=688515; b)'=—1 (mod n); b,* =1 (mod n)

Informacje dodatkowe
Test Millera-Rabina jest stosunkowo dobrym testem sprawdzajacym pierwszos¢,

szczegdlnie gdy posiadamy nastepujace informacje. Najmniejsza liczba silnie
pseudopierwsza ztozona dla podstawy 2 to 2047, wigc wszystkie liczby mniejsze od
niej, ktore pozytywnie przejda test Millera-Rabina, sg pierwsze. Podobnie 1373653
to najmniejsza liczba silnie pseudopierwsza ztozona dla podstaw 2 1 3, 25326001 —
dla podstaw 2, 3 1 5, a 3215031751 — dla podstaw 2, 3, 51 7. Co wigcej, istnieje
tylko jedna liczba zlozona silnie pseudopierwsza dla podstaw 2, 3, 51 7, ktora jest

mniejsza niz 25 * 10°, a jest nig 3251031751.
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ROZDZIAL 4

WIADOMOSCI TEORETYCZNE
O LICZBACH BARDZO SILNIE
PSEUDOPIERWSZYCH
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Definicja liczb bardzo silnie pseudopierwszych
Niech n bedzie liczbg nieparzysta ztozong, p liczbg pierwsza dzielaca n — 1, a by,

..., by liczbami naturalnymi wzglednie pierwszymi z n. Niech n — 1 = p'm, gdzie p
nie dzieli m. Mowimy ze n jest bardzo silnie pseudopierwsza ze wzgledu na liczbe
pierwsza p 1 podstawy by, b, ..., by, (n jest bspp(p; b, ..., by)), jesli dla kazdego a
pojawiajacego si¢ w sekwencji:

(*) B", b, BF™ . BY " bP™ i=12,.. k.
Zbidr S(a) (czyli zbidr wszystkich reszt modulo n pojawiajacych si¢ we wszystkich
sekwencjach (*) przed a) ma nastepujace wtasnosci (II):

1. Ostatnim wyrazem w sekwencji (*) modulo # jest 1.

2. Dla kazdych trzech r6znych elementow yi, v», y3 € S(a), yi/y: jest potega y»/y

modulo n. W szczegdlnosci zbior S(a) ma co najwyzej p elementow.

3. Dlap =2 mamy S(1) c {1, -1}.

Liczby pierwsze w obliczu definicji liczb pseudopierwszych
Zalozmy ze n jest liczbg pierwszg. W takim przypadku p'm = n — 1 = @(n) (gdzie

¢(n) to funkcja Eulera — patrz Definicja 7; dla liczby pierwszej n ma ona wtasnos$¢

¢(n) = n — 1). Stad ostatnim wyrazem w sekwencji (*) jest 1 (mod ») (z twierdzenie

Eulera — patrz Twierdzenie 3). Jesli w sekwencji (*) pojawi si¢ a (mod n) oraz
a=b""(modn),0 < s <r, b>a, b=b""(mod n),0 < s < r,

to b’ = a (mod n), tzn. b jest rozwigzaniem kongruencji ¥’ = a (mod n), a ta
kongruencja z Twierdzenia 13 ma dokladnie p rozwigzan. Niech xi, x2, ..., x, beda

tymi rozwigzaniami. W takim przypadku grupa {1, x,/xi, ..., x,/xi} jest cykliczna
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rzedu p, gdyz kazda grupa o rzgdzie rownym liczbie pierwszej jest cykliczna (jest to
wniosek z twierdzenia Lagrange’a (1) - patrz Wniosek 2 do Twierdzenia 1).
Poniewaz za$ S(a) = {31, V2, ..., yi} jest podzbiorem {xi, X, ..., x,} mozemy
stwierdzi¢, ze w zbiorze {)./y1, ..., vi/y1} kazdy element jest potega jakiego$ innego.

Tak wiec liczby pierwsze spelniatyby zatozenia definicji liczb bardzo silnie

pseudopierwszych, gdyby nie fakt, ze n ma by¢ liczbg nieparzysta ztozong.

Twierdzenie 17
Jesli n jest liczbg bardzo silnie psuedopierwsza przy podstawie b i p = 2, to jest

silnie pseudopierwsza przy podstawie b (bspp(2; b) jest spp(b)).

Dowodd: Dane sg n i b spelniajagce warunek (II). Musimy wykaza¢, ze spetniaja
one warunek (I). Niech n — 1 = p'm, gdzie p nie dzieli m. Dla p = 2 m musi by¢
liczba nieparzysta, a wigc pelni rolg¢ £. Mamy wigc rozklad analogiczny jak w
przypadku liczb silnie pseudopiewszych: n — 1 = 2"m. Dla p = 2 wiemy, ze zbior S(1)

sktada si¢ wylacznie z 1 1 —1, a wigc w sekwencji (*) moze pojawi¢ si¢ —1, tzn.

bedzie istniata liczba % z przedziatu [0, r), taka Zze »%* =—1(mod n), dzigki czemu
liczba n spetnia warunek (I). W przypadku, gdy w sekwencji (*) mamy same 1, to

spetniony jest warunek b'= 1 (mod n), co konczy dowdd.
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ROZDZIAL 5

PRZYKLADY I WYNIKI
OBLICZEN DOTYCZACE LICZB
BARDZO SILNIE PSEUDOPIERWSZYCH
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Informacje wstepne
Ponizsze danych zostata opracowana przez autora pracy w oparciu o wyniki

otrzymane dzigki specjalnie do tego celu napisanemu programowi.

Przyklady liczb bardzo silnie pseudopierwszych przy podstawie 2
n=29341,p=163,r=1, m =180, (*) modulo n: 1 1

n=30121,p=251,r=1,m=120, (*) modulo n: 1 1
n=30889,p=13,r=1,m=2376, (*) modulo n: 22288 1
n=31417,p=17,r=1,m= 1848, (*) modulo n: 1 1
n=31609,p=439,r=1,m="72, (*) modulo n: 1 1
n=31621,p=31,r=1,m=1020, (*) modulo n: 1 1

Uwaga: Z powyzszych liczb jedynie 29341 przechodzi test Millera-Rabina.

Przyklady liczb bardzo silnie pseudopierwszych przy podstawach 2,
3,5

W wierszach podano kolejne wyrazy sekwencji (*) modulo n dla kolejnych
podstaw, czyli pierwszy wiersz to kolejne wyrazy sekwencji (*) modulo » dla

podstawy 2, drugi — dla podstawy 3, a trzeci — 5.

n=2821,p=5r=1,m=564,

(*) modulo n: 729 1
1366 1
1 1

(1366/1)* (mod 2821) = (729/1)
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n==66001,p=3,r=1,m=2200,

(*) modulo n: 2830 1
1887 1
2830 1

(2830/1) (mod 6601) = (1887/1)

n=29341,p=3,r=1,m= 5868,

(*) modulo n: 1925 1
1925 1
8659 1

(8659/1)* (mod 29341) = (1925/1)

n=41041,p=3,r=3,m=1520,
(*) modulo n: 22551 1
40140 1
35179 1

(40140/22551)" (mod 41041) = (35179/22551)

n=46657,p=3,r=6,m=64,
(*) modulo n: 20140 41614
13835 3784
41965 3784
(13835/1)° (mod 46657) = (3784/1)
(20140/1)* (mod 46657) = (3784/1)
(41695/1)’ (mod 46657) = (3784/1)
(41695/1)’ (mod 46657) = (3784/1)

n="75361,p=5r=1,m=15072,
(*) modulo n: 39560 1
26079 1
68511 1

(68511/26079)' (mod 7531) = (39560/26079)

1
1
1

1
1
1

1
1
1



Dla poréwnania, z powyzszych liczb jedynie 29341 i 75361 przechodza test

Millera-Rabina i to tylko dla » = 2. Dla pozostatych dwoch podstaw nie przechodza.

Garsé¢ danych
W przedziale od 1 do 100001 (oczywiscie wytaczajac z tego przedziatlu wszystkie

liczby pierwsze, jako ze liczby bardzo silnie pseudopierwsze sg naturalne ztozone)
mamy 78 liczb bardzo silnie pseudopierwszych dla b = 2, w tym najmniejszg jest
341. Dla poréwnania test Millera-Rabina przechodzi 16 liczb z tego przedziatu.

W przedziale od 1 do 100001 (oczywiscie wytaczajac z tego przedziatu wszystkie
liczby pierwsze, jako ze liczby bardzo silnie pseudopierwsze sg naturalne ztozone)
mamy 9 liczb bardzo silnie pseudopierwszych dla b, = 2, b, =3 1 b3 =5 w tym

najmniejsza jest 2821.

Porownanie liczb silnie pseudopierwszych i bardzo silnie
pseudopierwszych
Najmniejsza liczbg silnie pseudopierwszg przy podstawach 2, 3 1 5 jest 25326001.

Liczba ta jest jednoczesnie bardzo silnie pseudopierwsza tylko dla dwoch podstaw: 2 i
3.

n=25326001, p =2, r =4, m= 1582875; podstawy b, = 2, b, = 3
(*) modulo 7n: 2532600 1 1 1 1
2532600 1 1 1 1

n =25326001, p=2,r =4, m=1582875; podstawy b, =2, b, =5
(*) modulo n: 2532600 1 1 1 1
1 1 1 1 1
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n =25326001, p=2,r=4,m=1582875; podstawy b, =3, b, =5
(*) modulo n: 2532600 1 1 1 1
1 1 1 1 1

Podobnie dzieje si¢ i dla innych liczb.
n=25326023,p=2,r=1,m=12663011,b1=2,b,=3
(*) modulo n: 1 1

1 1

n =25326047,p=2,r=1,m=12663026, b, =2, b, =3
(*) modulo n: 1 1

1 1
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